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1. Na plaszczyZznie dane sg dwa rozne punkty A i B. Jaki zbior tworzg punkty syme-
tryczne do A wzgledem prostych przechodzacych przez punkt B?
Rozwigzanie.

Punkty te tworza okrag w o promieniu |AB] i $srodku w B.

Faktycznie, jesli X jest symetryczny do A wzgledem pewnej prostej przechodzacej
przez B, to | X B| = |AB]|, wiec X lezy na okregu w. Odwrotnie, jesli Y lezy na okregu w,
to |YB| = |AB|. Trojkat ABY jest wigc rownoramienny, a to oznacza, ze symetralna
boku AY przechodzi przez B. Punkt Y jest odbiciem A wzgledem tej symetralnej,
zatem nalezy do zbioru z zadania.

2. Znajdz najmniejsza liczbe rzeczywista r taka, ze dla kazdego trojkata prostokat-
nego, jesli oznaczymy przez a, b dtugosci jego przyprostokatnych, a przez ¢ dtugosé
przeciwprostokatnej, to zachodzi

a+b<r-c

Rozwigzanie.

Jesli wezmiemy trojkat prostokatny réwnoramienny, to zachodzi a = bic = a- /2,
zatem r > /2. Pokazemy, ze r = V2 spelia warunki zadania.

Wybierzmy dowolny trojkat jak w zadaniu. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

¢ =+Va? + b2. Chcemy wiec pokazaé, ze
a+b< V2 Va2 + b2

Po podniesieniu do kwadratu (strony sa dodatnie) otrzymujemy a? + 2ab+b? < 2(a®+
b?), co jest rownowazne nieréwnosci 0 < (a — b)?, ktora jest prawdziwa. To koriczy
dowod.

3. Liczby 1, 2, ..., 2022 ustawiono w ciag ay, as, ..., G2 W ten sposob, ze iloczyn
(a1 — 1)(0,2 — 2) (CL3 — 3) c. ((12022 — 2022)

jest parzysty. Na ile sposobéw mozna to zrobi¢?
Rozwigzanie.

Obliczmy najpierw, na ile sposobéw mozna ustawic¢ te liczby tak, by iloczyn z zada-
nia byt nieparzysty. lloczyn jest nieparzysty wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z czynnikow
jest nieparzysty, zatem liczby as, a4, ag, ..., asee musza byé nieparzyste, zas liczby
ai, as, ...aspe1 parzyste. To znaczy, ze as, ay, ... ,a9020 Sa pewng permutacja liczb 1, 3,



..., 2021. Takich permutacji jest 1011!. Analogicznie, ciag ai, as, ... ,as02; jest pewna
permutacja ciggu 2, 4, ..., 2022. Takich permutacji tez jest 1011!. Lacznie, sposobow
ustawienia z iloczynem nieparzystym jest (1011!)2. Wszystkich sposobéw ustawienia
jest 2022!, wiec ostatecznie jest 2022! — (1011!)? sposobéw ustawieri z zadania.

4. Czy istnieja liczby calkowite x, y takie, ze 23 + y* = 28052022 ?
Rozwigzanie.

Oznaczmy przez N liczbe 28052022. Suma cyfr liczby N to 21, zatem liczba ta jest
podzielna przez 3, ale nie przez 9. Zatézmy, ze liczby catkowite = i y spetniaja réwnanie
22 + 93 = N. Zauwazmy, ze wtedy

N=2+y’=(+y) (& —azy+y*) = (x+y) ((z+y)* - 3zy).

Skoro 3 dzieli N, to dzieli ono liczbe x+y lub liczbe (z+y)? —3xy. W obu przypadkach
wynika stad, ze 3 dzieli z+y. Jesli jednak 3 dzieli x+y, to dzieli ono obie liczby x4y oraz
(z+y)%—3zy, czyli 9 dzieli N, sprzecznosé. Ostatecznie, liczby o zadanych wlasnosciach
nie istniejg.

Rozwigzanie, sposéb drug:

Oznaczmy przez N liczbe 28052022. Suma cyfr liczby N to 21, zatem liczba ta daje
reszte 3 przy dzieleniu przez 9. Obliczmy najpierw, jaka moze by¢ reszta z dzielenia
przez 9 szeScianu liczby catkowitej. Wystarczy to sprawdzi¢ dla liczb 0, 1, ..., 8. Aby
utatwi¢ sobie nieco obliczenia, sprawdzamy zamiast tego liczby —4, —3, ..., 4:

n -4 -3 -2 -1 0 1 2

4
n*® (mod9) -1 0 1 -1 0 1 -1 1

3
0
7 tabeli wynika, ze mozliwe reszty to —1,0, 1, czy, moéwiac bardziej tradycyjnie, reszty

8,0, 1. Zadne dwie z tych liczb nie sumuja sie do liczby dajacej reszte 3, wiec réwnanie
z zadania nie ma rozwiazan catkowitych.
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