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1. Wyznacz wszystkie pary (x,y) dodatnich liczb catkowitych dla ktorych liczba
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Niech d oznacza najwiekszy wspolny dzielnik liczb = i y. Wtedy x = da, y = db

jest catkowita.
Rozwigzanie.

i liczby a, b sa wzglednie pierwsze. Ponadto
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7 powyzszego wynika, ze a jest dzielnikiem liczby (a+b)? = a®*+2ab+b*. W szczegdlnoscei

a dzieli b2. Jednak liczby a i b sg wzglednie pierwsze, wiec @ = 1. Z tych samych
powodow otrzymujemy b = 1. Wynika skad, ze poszukiwane pary maja postaé (d, d),
gdzie d jest dowolna dodatnia liczba catkowita. Odwrotnie, dla kazdego d dodatniego
catkowitego, para x = y = d spelnia warunek z zadania.

Odpounedz: Sq to doktadnie pary x = y = d, gdzie d jest dowolng dodatniq liczbg
catkowitq.

2. Dany jest ciag liczb rzeczywistych aq, as, as, ...spelniajacy warunek a; = 1 oraz
taki, ze dla kazdego n > 1 zachodzi

2
a1+ as+...+a, =n"-a,.
Wyznacz warto$¢ wyrazu aspes. Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.
7 zalozeri wynika, ze

Uns1 = (a1 +ag+ ... Fapp) — (a1 +ag+...+a,) = (n+1)* a1 —n’ - a,.
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dla n > 1. Stosujac wielokrotnie powyzsza zaleznosé otrzymujemy
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W szczegbdlnosci aggoy =

3. Dany jest podzbioér P liczb naturalnych taki, ze 1 € P, 2 € P, oraz dla kazdej liczby
naturalnej k£ > 1 istnieje liczba p € P taka, ze k < p < 2k. Udowodnij, ze kazda liczba
naturalna jest suma réznych liczb nalezacych do zbioru P. Uwaga: uznajemy, ze jesl
liczba nalezy od P, to jest automatycznie sumq roznych liczb z P.

Rozwigzanie.

Z zalozenia dla k = 2 wynika, ze 3 € P. Stad mamy przedstawienia: 4 = 1 + 3,
5=243,6 =1+4+2+3 w postaci sumy réznych liczb z P. Zal6zmy, ze teza nie zachodzi
1 wybierzmy najmniejsza liczbe naturalna n, ktora nie jest suma réznych liczb ze zbioru
P. Z powyzszego wynika, ze n > 6. Zauwazmy, ze istnieje wowczas liczba p € P taka,
ze n/2 < p < n. Rzeczywiscie, jesli n jest parzysta to fakt ten wynika bezposrednio
z zalozenia. Jesli n = 2k 4 1 jest liczba nieparzysta, to istnieje liczba p € P taka, ze
E+1<p<2k+ 2. Jednak n jest wybrana tak, ze n ¢ P, wiec nie moze zachodzi¢
rownosé n = p, czyli n/2 < p < n.

Poniewaz 0 < n —p < n/2, istnieja liczby p; < ps < ... < ps nalezace do P, takie,
V1S

n—p=pi+p2+t...+Pps
Wowcezas ps < n—p < n/2 < porazn = p; + ...+ ps + p. Ostatecznie n jest suma
roznych liczb z P, wbrew zalozeniu. Uzyskana sprzecznosé konczy dowod.

4. W szesciokacie wypuklym ABC D E'F utworzono sze$¢ czworokatow ABC'D, BCDE,
CDEF, DEFA, EFAB, FABC'. Okazalo sie, ze wszystkie one majg jednakowe pole.
Pokaz, ze przekatne AD, BE, C'F maja punkt wspoélny.
Rozwigzanie.

Oznaczmy odpowiednio

Z=ADNBE, Y=ADNCF, X=BENCF.

Jesli X =Y lub X = Z, to znaczy, ze AD przechodzi przez punkt przeciecia BE i C'F,
czyli teza zachodzi. Zakladamy zatem, ze X # Y, Z. Podobnie uzyskujemy Y # Z.
Wynika stad tez, ze proste YZ i AD pokrywaja sie.

Punkt Y lezy wiec wewnatrz odcinka C' X lub F X. Ewentualnie dokonujac zamiany
oznaczen A <+ D, B <> E, C' < F, mozemy zalozy¢, ze Y lezy na odcinku X F'. Gdyby
punkt Z lezal na odcinku X B, to znaczytoby, ze punkty E i F'leza po réznych stronach
prostej Y Z = AD, a to przeczy wypuktosci szesciokata. Zatem Z lezy na odcinku X F,
patrz rysunek ponizej.

Pole figury F bedziemy oznaczaé¢ przez [F).

7 zalozen zadania wynika, ze

[ABCY] + [CDY] = [ABCD] = [FABC| = [ABCY + [AFY],



zatem [CDY] = [AFY]. Trojkaty CDY, AFY maja kat L D
tej samej miary przy wierzchotku Y, zatem wynika stad,
ze

|ICY| - |DY| = |AY]| - |FY]. d
Analogicznie wykazujemy, ze
|AZ|-|BZ| = |DZ| - |EZ],

IFX|-|EX|=|CX]|-|BX].

Mnozac te trzy rownosci stronami, otrzymujemy
ICY|-|DY|-|AZ|-|BZ|-|FX|-|EX| = |CX|-|DZ|-|AY|- |BX|-|FY|- |EZ|.

Zauwazmy jednak, ze |CY| > |CX|, |DY| > |DZ|, |AZ| > |AY|, |BZ| > |BX|, |FX| >
|FY|, |[EX| > |EZ|. Mnozac stronami te sze$¢ nieréownosci (w ktorych wszystkie liczby
sa dodatnie), otrzymujemy

|CY|-|DY|-|AZ|-|BZ| - |[FX|-|EX| > |CX]|-|DZ|-|AY]-|BX|-|FY|-|EZ],
co daje sprzeczno$é¢ z rownaniem powyzej. Sprzecznosé konczy dowod.

Uwaga dodatkowa:
Wbrew  tezom  muektorych — rozwigzan,

szesciokgt  spelmiajgcy — warunki  zada-
nia nie musi byé foremny. Rownosé pdl
[ABCD] = [ABCF| mozna sprowadzi¢ do
réwnosci pol [AC D] = [ACF] ktdra zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy proste AC' i DE sq 4
rownolegte.

Podobnie, pozostate rownosci zachodzq tylko jesli rowniez proste BD i AE oraz BF
1 CE sq rownolegte. Rozpoczynajgc do narysowania trzech par prostych réwnoleglych,
otrzymujemy bardzo rozne szesciokqty spetniajgce warunki zadania, patrz rysunek.
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