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1. Punkty A, B, C' sa wierzchotkami trojkata, przy czym |AB| > |AC| > |BC|. Ile jest
punktow D takich, ze czworokat o wierzchotkach A, B, C; D ma o§ symetrii? Odpowied?
doktadnie uzasadniy.

Rozwigzanie.

Zalozmy najpierw, ze ABC nie jest trojkatem prostokatnym. Rozwazmy najpierw
ogodlnie o$ symetrii ¢ czworokata ABC'D. Sa mozliwe dwie sytuacje: o$ ¢ przechodzi
przez doktadnie dwa wierzchotki czworokata ABCD albo 0§ ¢ nie przechodzi przez
wierzchotek czworokata ABCD.

1. Rozwazmy pierwsza z sytuacji. Sa tu dwa podprzypadki:

(a) O$ ¢ przechodzi przez punkt D i jeden z punktow A, B, C, np. przez punkt
A. Wtedy odbicie wzgledem osi ¢ zamienia punkty B i C'. Wynika stad, ze
|AB| = |BC|, sprzecznos¢ z warunkiem zadania. Zatem ta sytuacja nie jest
mozliwa.

(b) O$ ¢ przechodzi przez dwa z punktow A, B, C, np. przez A i B. Ta sytu-
acja jest mozliwa do uzyskania: wystarczy dobra¢ D jako odbicie punktu
C wzgledem AB. W ten sposdb mozemy uzyskaé¢ co najwyzej trzy rozne
punkty D, bo wybieramy tu dwa z trzech punktow A, B, C.

2. Rozwazmy druga z sytuacji. Mozemy pogrupowaé punkty A, B, C', D w pary:
punkt i jego odbicie wzgledem ¢. Do jednej z tych par trafia dwa punkty z { A, B, C'},
np. Ai B. To znaczy, ze ¢ jest symetralng boku AB, za$ D jest odbiciem punktu C'
wzgledem tej symetralnej. Ponownie, w ten spos6b mozemy uzyskaé¢ co najwyzej
trzy punkty D.

Wykazalismy, ze jest co najwyzej 6 mozliwych punktow D. Pozostaje wykazaé, ze zbu-
dowane tak punkty D sa parami r6zne. Gdyby nie, to okazatoby si¢, ze pewien punkt D
uzyskalismy na dwa sposoby. Ale to znaczyloby, ze czworokat ABC' D dla tego punktu
ma dwie rézne osie symetrii, jest wiec rombem lub prostokatem. Jesli trojkat ABC
mozna byloby uzupetni¢ do rombu ABCD, wtedy dwa z bokow tego trojkata bylyby
bokami rombu, wiec mialyby réwne dtugosci wbrew zatozeniu. Jesli ABC mozna bytoby
uzupetnié¢ do prostokata ABCD, to bylby on tréjkatem prostokatnym, sprzecznosc.

W przypadku trojkata prostokatnego dwa z punktéw powyzej pokrywaja sie, zatem
jest 5 mozliwych punktow D.



2. Liczby rzeczywiste a, b, c sa takie, ze uktad réwnan

ar’ +bxr+c=0
b’ +cxr+a=0
ct’+ar+b=0

ma rozwiazanie catkowite z. Udowodnij, ze a + b+ ¢ = 0.

Rozwigzanie.

Zalozmy, ze a + b+ ¢ # 0 a mimo to rozwiazanie catkowite x istnieje. Zsumowanie
rownan z uktadu daje rownanie

(a+b+e) (2 +x+1)=0,

z ktérego wynika, ze 2? + x + 1 = 0. Liczba calkowita z dzieli wiec jedynke, a zatem
x = 1 lub z = —1, ale zadna z tych liczb nie spetnia réwnania 22 + 2 + 1 = 0.
Sprzecznosc.

3. W trojkacie ABC dtugosci bokow AC' i BC sa réwne. Punkt X jest odbiciem punktu
A wzgledem C. Odcinek X B przecina okrag opisany na ABC' w punkcie Y. Uzasadnij,
ze kat YC'X jest prosty.

Rozwigzanie.

Z zatozen punkt C lezy w rownej odlegtosci od A, Bi X,

jest wiec srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABX.

Kat ABX jest oparty na srednicy tego okregu, jest wiec

prosty.

Punkt Y lezy na okregu opisanym na ABC', wiec czwo-

rokat ABY C' jest wpisany w okrag. Zatem katy ABY C
oraz ACY sumuja sie do 180°. Skoro ABY jest prosty, to

ACY takze. Zatem XCY jest rowniez katem prostym,

co nalezalo wykazaé.

Uwaga: Scisle moéwiac, trzeba osobno rozpatrzeé jeszcze A B
przypadek, gdy Y = B, czyli gdy prosta BX jest styczna

do okregu w B. W tym przypadku <ACY = 90° wynika

z twierdzenia o stycznej i cieciwie.

4. Danych jest 100 patyczkow o dtugos$ciach naturalnych. Wiadomo, ze suma ich dtu-
gosci nie jest podzielna przez 2021. Ustal, ile najwiecej réznych liczb podzielnych przez
2021 mozna ulozy¢ z tych patyczkow.
Mowimy, ze liczbe n mozna utozyé z patyczkow, jesli suma diugosci pewnej czesci z nich
jest rowna n. Umawiamy sie, ze liczbe 0 zawsze mozna utozyé z patyczkow.
Rozwigzanie.

Skoro suma dtugosci patyczkow jest niepodzielna przez 2021 to istnieje patyczek
o dhugodci niepodzielnej przez 2021. Nazwijmy go p, a pozostale patyczki oznaczmy
przez ri, ..., rog. Liczby, ktore mozna utozy¢ z tych patyczkéw, sg postaci

a1y + a9T9 + ...+ Q99T 99 + bp,



gdzie a; € {0,1} oraz b € {0, 1}. Wobec tego wszystkich liczb, ktére mozna utozy¢ jest
co najwyzej tyle, ile wyboréw a;, b czyli 2'%. Skoro p jest niepodzielna przez 2021 to
dla dowolnych ay, ..., agy co najwyzej jedna z dwoch liczb

a1+ asro + ...+ aggrgg + 0 - p oraz airy + asro + ...+ agorgg + 1 p

jest podzielna przez 2021. Zatem liczb podzielnych przez 2021 mozna utozy¢ co najwy-
zej 2100 /2 = 299, Pokazemy, ze tyle liczb mozna utozyé. Wybierzmy patyczki o diugo-
§ciach p =1, r; = 2021 -10° dla i = 1,2, ...,99. Dla kazdych ay, ... ,ag9 liczba

a7 + Qa9oT2 4+ ...+ Q99799 (1)

jest podzielna przez 2021. Wyboréw a; jest 2%, wiec wystarczy pokazaé, ze kazde
dwa rézne wybory daja rézne liczby. Gdyby nie, to znaczyloby, ze pewng liczbe m
mozna ulozy¢ z patyczkow ry, ..., reg na dwa sposoby. Ale wtedy 5557 mozna byloby
ulozy¢ z patyczkéw o diugosciach 10, 102, ..., 10% na dwa sposoby, czyli miataby ona
dwa rozne zapisy dziesietne. Sprzecznosé. Dowiedlidmy, ze wszystkie liczby uzyskane

299

w postaci (1) sa parami rézne, zatem mozna utozy¢ roznych liczb. To konczy dowdd.
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