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1. Liczby dodatnie a, b i ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego trojkata. Udowodnij, ze
dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 istnieje trojkat o bokach dtugosci {/a, Vb i {e.
Rozwigzanie.

Bez zmniejszania ogolnosci mozemy zalozy¢, ze a < b < ¢. Wowcezas Va < Vb <
/e. W tej sytuacji oczywiscie /a < /b + {/c oraz V/b < {/a + /e

Korzystajac ze wzoru dwumiennego Newtona otrzymujemy
n—1
(va+¢® :a+b+§:g).w@ﬁmv@”k>a+b>c:uﬁw
k=1

Stad wynika, ze /a + Vb > {/c. Otrzymane nieréwnosci dowodza, 7ze istnieje trojkat
o bokach dhugosci /a, Vb i /c.

2. Dany jest trojkat ABC'. Punkt D lezy na jego boku BC, punkt E lezy na jego boku
AC, za$ punkt F lezy na jego boku AB. Ponadto na kazdym z czworokatéow ABDE,
BCFEF, ACDF mozna opisa¢ okrag. Pokaz, ze odcinki AD, BE, C'F sa wysokoSciami
trojkata ABC.

Rozwigzanie.
Rozwiazanie opiera si¢ na analizie trzech par ka-
tow: <ADB, <ADC, <BEA, 4BEC, <BEA, <CFA, ¢

<C'F' B, patrz pogladowy rysunek obok. Z zalozen zada-
nia, niektore z tych katow sa rowne jako katy wpisane
w okrag: L

JADC = <AFC
<BEA = <BDA

<CFB =<CEB.

Korzystajac z tego, obliczamy
<CDA =<CFA=180°—-<CFB =180° —<CEB = <AEB = <ADB.

Ponadto <CDA, <ADB sumuja sie¢ do 180°, wiec <CDA = <ADB = 90° i AD jest
wysokoscig trojkata ABC. Podobnie dowodzimy, ze BE, C'F' sa wysokosciami.

3. Dla dowolnych danych liczb catkowitych n,m > 2, wyznacz wszystkie rozwigzania
catkowite x réwnania
2" —1=2a".



Rozwigzanie.

Udowodnimy, ze jesli n, m > 2, to nie istnieje liczba catkowita x taka, ze 2" —1 = ™.
Zalozmy przeciwnie, ze takie x istnieje. Poniewaz lewa strona réwnania jest liczba
nieparzysta wiec x jest tez liczba nieparzysta, czyli * = 2y 4+ 1 dla pewnej liczby
catkowitej y. Jesli m jest liczba parzysta (m = 2k), to

g™ =2y + D)% = (4y? +4y + 1D)F =45+ 1,

dla pewnej liczby catkowitej s. Nasze rownanie przyjmuje posta¢ 2" —1 = 4s+ 1, czyli
2™ = 4s + 2. Ostatnia rownos$¢ nie moze zajs$¢ bo prawa strona nie jest podzielna przez
4. Zatem m jest liczba nieparzysta. Wtedy x > 1 oraz

="+ 1l=(x+ )™ 2™ .+ -2 +1)

=(@+1) (@ z-D+2" @@-1D+...+z(@x—1)+1)
=2(y+1) (2ya™ > +2y2™ P + ...+ 2yz + 1)

Czynnik 2yz™ 2 4+ 2yz™ 3 + ... + 2yx + 1 jest wickszy od 1 i jest liczbg nieparzysta.
Nie jest zatem dzielnikiem 2". To daje sprzecznosé, ktora konczy dowdod.

4. Na ptaszczyznie dany jest ciag kwadratow Ky, Ky, ..., Kspg zbudowany w naste-
pujacy sposob:

e wszystkie kwadraty maja wspolny wierzcholek A,

e jednym z bokéow kwadratu K. jest przekatna kwadratu K; przechodzaca przez
wierzchotek A. Zachodzi to dla kazdego ¢ = 0, ..., 2023.

e kwadrat K., nie zawiera kwadratu K;. Zachodzi to dla kazdego i = 0, ..., 2022.

Kwadrat Ky ma bok dtugosci 1. Oblicz pole figury, ktora jest suma wszystkich tych
kwadratow.
Rozwigzanie.

Oznaczmy przez B; wierzcholtek kwadratu K; przeciwleglty do A. Z zatozenia, AB;
jest bokiem w kwadracie K;,1, a AB;,1 przekatna w nim, zatem <{B;AB,;,; = 45° dla
kazdego i < 2023. W szczegdlnosci zachodzi <B; 1 AB; 1o = 45° dla i < 2022. Wobec
tego sa dwie mozliwosci:

<IBZ'AB1'+2 = 900, oraz <IB¢ABZ'+2 =0°.

W drugim przypadku punkty A, B;, Biio
sa wspotliniowe. Ale to znaczy, ze przekatna

K, jest zawarta w przekatnej K, o, wiec K;
jest zawarty w Ko whrew zatozeniu. Wobec
tego

IB;AB; 5 = 90°

dla kazdego 0 < 7 < 2022.




Rysunek pokazuje przykladowe potozenia pierwszej ¢semki punktow. Zauwazmy, ze
punkty A, B;, B;g sa wspotiniowe dla kazdego 0 < i < 2024 —8. Zatem potproste AB;,
dlaz = 0,1,...,2024 dziela ptaszczyzne na osiem czedci, ktore nazwiemy oktantams.
Czes¢ pomiedzy potprostymi AB; i AB; 1 bedziemy nazywaé oktantem B;AB;y1.

Kwadrat K; ma przekatna AB;, mozna go wiec rozbi¢ na dwa trojkaty prostokatne
K1, K, z ktorych pierwszy lezy w oktancie B;_1AB,;, a drugi w oktancie B;AB,; ;.
Trojkat Ko jest w calosci zakrywany przez kwadrat K, (o ile i +1 < 2024). Trojkat
K 1 jest ma tylko wspolny odcinek z K4 1 jest roztaczny z kwadratami K9, Kiys, ...,
Kit6, bo te polozone sa w innych oktantach plaszczyzny. Trojkat K;; jest zakrywany
w calodci przez kwadrat K, 7.

Liczba 2024 jest podzielna przez 8, wiec ostatni z kwadratow, kwadrat Koy, ma
przekatna zawarta w potprostej ABy. To pokazuje, ze otrzymana figura sktada sie
z osmiu trojkatow:

K2024,27 K2024,17 K2023,17 K2022,17 tt K2018,17

ktoére leZ@ OdeWiedniO w oktantach BoABl, B7AB(), B6AB7, B5ABG, B4AAB57 BgAB4,
By AB3, B1ABs. Niech p; oznacza pole kwadratu K;. Z powyzszego rozktadu otrzymu-
jemy, ze pole figury to

(2p2024 + P2023 + P2022 + - - - + Dao1s) -

N |

Bok kwadratu K;,; to przekatna K;, wiec p,.1 = 2p;. Skoro py = 1, to p; = 2! dla
kazdego i. Po wstawieniu tego do wzoru powyzej otrzymujemy wynik

(2 . 22024 + 22023 4+ 22018) — 22017 . (2 . 26 4 25 L+ 1) — 22017 .191.
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