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1. W czworok ↪acie ABCD boki AB i CD s ↪a równoleg le oraz wiadomo, że

AB = AC = AD = a i BC = b.

Wyznaczyć d lugość przek ↪atnej BD.

Rozwi ↪azanie

Sposób 1. Rozważmy okr ↪ag o promieniu d lugości a,
którego środkiem jest wierzcho lek A czworok ↪ata.
Zgodnie z za lożeniami punkty B, C i D należ ↪a do
tego okr ↪egu. Niech E oznacza punkt symetryczny
do B wzgl ↪edem środka okr ↪egu. Czworok ↪at
EBCD jest trapezem równoramiennym (jako
trapez wpisany w okr ↪ag), a wi ↪ec ED = BC =
b. K ↪at ∠EDB jest prosty, jako k ↪at oparty na
średnicy okr ↪egu. Stosuj ↪ac twierdzenie Pitagorasa
do trójk ↪ata EDB otrzymujemy

BD2 = BE2 − ED2 = 4a2 − b2,

czyli BD =
√

4a2 − b2.

Sposób 2. Przyjmijmy, że ∠BAC = α. Wtedy ∠ADC = ∠ACD = ∠BAC = α oraz
∠BAD = α+(180◦−2α) = 180◦−α. Rozpatruj ↪ac trójk ↪aty równoramienne BAC oraz BAD
otrzymujemy (stosuj ↪ac fakt pomocniczy z rozwi ↪azania zadania przygotowawczego nr 34):

b2 = 2a2(1− cos α) oraz BD2 = 2a2(1− cos(180◦ − α)) = 2a2(1 + cos α).

Z pierwszej zależności obliczamy 2a2 cos α = 2a2 − b2. Tak wi ↪ec BD2 = 2a2 + 2a2 − b2 =
4a2 − b2, czyli BD =

√
4a2 − b2.

2. Wyznaczyć wszystkie liczby ca lkowite m dla których liczba m4 + m2 − 2 jest podzielna
przez 9.

Rozwi ↪azanie

Zauważmy, że

(∗) m4 + m2 − 2 = (m2 − 1)(m2 + 2) = (m2 − 1)[(m2 − 1) + 3] = (m2 − 1)2 + 3(m2 − 1).

Zapiszmy liczb ↪e m w postaci m = 3k + r, gdzie r ∈ {0, 1, 2}. Jeśli r = 0, to m4 + m2 − 2 =
81k4 + 9k2 − 2, czyli rozważana liczba nie jest podzielna przez 9. Jeśli zaś r = 1 lub r = 2,
to m2 − 1 dzieli si ↪e przez 3. Z (∗) wynika, że wówczas liczba m4 + m2 − 2 jest podzielna
przez 9. Ostateczne można powiedzieć, że liczba m4 + m2 − 2 jest podzielna przez 9 wtedy i
tylko wtedy, gdy m nie jest podzielna przez 3.
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3. Niech a, b b ↪ed ↪a liczbami dodatnimi. Wykazać, że nierówność

ax + by

2
≤

√
ax2 + by2

2

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y wtedy i tylko wtedy, gdy a + b ≤ 2.

Rozwi ↪azanie

Sposób 1.
(=⇒) Za lóżmy, że nierówność

ax + by

2
≤

√
ax2 + by2

2

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y. W szczególności dla x = y = 1 mamy
a+b
2
≤

√
a+b
2

. St ↪ad wynika, że a+b
2
≤ 1, czyli a + b ≤ 2.

(⇐=) Za lóżmy teraz, że a + b ≤ 2 oraz niech x, y ∈ R. Zauważmy, że

2 · (ax2 + by2) ≥ (a + b)(ax2 + by2) =

= a2x2 + b2y2 + ab(x2 + y2) ≥ (ax)2 + (by)2 + 2abxy =

= (ax + by)2.

Skorzystalísmy tu ze znanej nierówności x2 + y2 ≥ 2xy. Z wykazanej wyżej nierówności
wynika, że

ax + by

2
≤

√
ax2 + by2

2
.

Sposób 2. [Rozwi ↪azanie oparte na pomyśle Piotra Wróblewskiego - zwyci ↪ezcy Konkursu]
Ponieważ dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierówność

ax + by

2
≤ a|x|+ b|y|

2
,

wi ↪ec wystarczy wykazać, że

(*) nierówność (
ax + by

2

)2

≤ ax2 + by2

2

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y wtedy i tylko wtedy, gdy a + b ≤ 2.

Zauważmy, że rozważana nierówność jest równoważna nast ↪epuj ↪acej (po wykonaniu prostych
przekszta lceń)

a2x2 + 2abxy + b2y2 ≤ 2(ax2 + by2).

Za lóżmy, że przynajmniej jedna z liczb x, y jest różna od zera. Dziel ↪ac obie strony powyższej
nierówności przez liczb ↪e dodatni ↪a ax2 + by2 otrzymujemy postać równoważn ↪a

a2x2 + 2abxy + b2y2

ax2 + by2
≤ 2.

Z drugiej strony mamy tożsamość:

a2x2 + 2abxy + b2y2 = a(ax2 + by2) + b(ax2 + by2)− ab(x− y)2,

dzi ↪eki której ostatnia nierówność przybiera postać:

a + b− ab(x− y)2

ax2 + by2
≤ 2.(1)



3

Nierówność (1) zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y (spośród których przyna-
jmniej jedna jest różna od zera) wtedy i tylko wtedy, gdy a + b ≤ 2. Istotnie, z nierówności
tej dla x = y wynika, że a + b ≤ 2 i odwrotnie, jeśli a + b ≤ 2, to oczywíscie tym bardziej

a + b− ab(x− y)2

ax2 + by2
≤ 2.

Uwaga. Implikacja (⇐=) wynika również z nierówności Cauchy’ego - Schwarza - Bunia-
kowskiego (por. Zadania przygotowawcze, Dodatek B). Dla n = 2 nierówność ta przybiera
postać

x1y1 + x2y2 ≤ (
√

x2
1 + x2

2)(
√

y2
1 + y2

2).

K lad ↪ac w niej x1 =
√

a, x2 =
√

b, y1 =
√

ax, y2 =
√

by otrzymujemy

ax + by =
√

a(
√

ax) +
√

b(
√

by) ≤ (
√

a + b)(
√

ax2 + by2).

Jeśli wi ↪ec a + b ≤ 2, to ax + by ≤
√

2(ax2 + by2), a zatem

ax + by

2
≤

√
ax2 + by2

2
.

4. Mieszkańcy pewnej matematycznej krainy pos luguj ↪a si ↪e walut ↪a o nazwie MAT. W obiegu
s ↪a banknoty o nominale 100 MATÓW oraz monety o pi ↪ećdziesi ↪eciu różnych nomina lach:
n1, n2, . . . , n50 MATÓW, przy czym ni ∈ {1, 2, 3, . . . , 99} dla i = 1, 2, . . . , 50. Wykazać, że

dla dowolnej liczby naturalnej k ≥ 100 kwota w wysokości k MATÓW może być wyp lacona
przy pomocy co najwyżej dwóch monet i pewnej ilości banknotów 100 MATOWYCH.

Rozwi ↪azanie

Sposób 1. Niech A = {n1, n2, . . . , n50}. Dla liczby naturalnej k ≥ 100 rozważmy liczby

k − n1, k − n2, . . . , k − n50.

Zauważmy, że jeśli i 6= j, to liczby k−ni oraz k−nj daj ↪a różne reszty z dzielenia przez 100.
W przeciwnym razie ich różnica k − ni − (k − nj) = nj − ni by laby podzielna przez 100.
Jest to jednak niemożliwe, gdyż zgodnie z za lożeniem 0 6= |nj − ni| < 100. Możliwe s ↪a dwie
sytuacje:

1. dla pewnego j = 1, 2, . . . , 50 reszta z dzielenia przez 100 liczby k−nj należy do zbioru A.

2. dla każdego j = 1, 2, . . . , 50, reszta z dzielenia przez 100 liczby k−nj nie należy do zbioru
A.

W pierwszej sytuacji, dla pewnej liczby 1 ≤ i ≤ 50 różnica k − nj − ni jest podzielna przez
100. W drugiej, reszty z dzielenia przez 100 liczb k − nj (j = 1, 2, . . . , 50)  l ↪acznie z liczbami
zbioru A tworz ↪a zbiór 100-elementowy. Ponieważ 1 ≤ nj ≤ 99, wi ↪ec pewna liczba k − nj

musi być podzielna przez 100. Podsumowuj ↪ac, istnieje nieujemna liczba ca lkowita l oraz
i, j ∈ {1, 2, . . . , 50} takie, że k = 100l + ni + nj (w pierwszym przypadku) lub k = 100l + nj

(w drugim przypadku). Ostatecznie, kwota w wysokości k MATÓW może być wyp lacona
przy pomocy co najwyżej dwóch monet i l banknotów 100 MATOWYCH.

Sposób 2. [W oparciu o rozwi ↪azanie Piotra Wróblewskiego]

Niech liczby ca lkowite l, r bed ↪a takie, że k = 100l+r, gdzie 0 ≤ r < 100. Jeśli r = 0, to kwota
w wysokości k MATÓW może być wyp lacona przy użyciu l banknotów 100 MATOWYCH.
Niech wi ↪ec, 0 < r < 100. Teraz pozostaje wykazać, że jedna z kwot r lub 100 + r może być
wyp lacona przy użyciu co najwyżej dwóch monet.
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Teza zadania jest jasna, gdy r ∈ {n1, n2, . . . , n50}. Za lóżmy wi ↪ec, że r 6∈ {n1, n2, . . . , n50}.
Zauważmy, że jeśli r jest liczb ↪a nieparzyst ↪a, to 98-elementowy zbiór {1, 2, . . . , 99}\{r} można
przestawić w postaci sumy 49 roz l ↪acznych zbiorów 2-elementowych:

{1, r − 1}, {2, r − 2}, . . . ,
{

r − 1

2
,
r + 1

2

}
oraz

{r + 1, 99}, {r + 2, 98}, . . . ,
{

99 + r

2
,
101 + r

2

}
.

Każda z pi ↪ećdziesi ↪eciu różnych liczb n1, n2, . . . , n50 jest elementem dok ladnie jednego z wyżej
wypisanych zbiorów. Liczb tych jest wi ↪ecej niż zbiorów, wi ↪ec pewien zbiór musi mieć postać
{ni, nj}. Oznacza to, że ni + nj = r lub ni + nj = 100 + r.

Jeśli r jest liczb ↪a parzyst ↪a, to zbiór {1, 2, . . . , 99}\{r} można przedstawić w postaci sumy
48 zbiorów 2-elementowych

{1, r − 1}, {2, r − 2}, . . . ,
{r

2
− 1,

r

2
+ 1

}
, {r + 1, 99}, {r + 2, 98}, . . . ,

{
98 + r

2
,
102 + r

2

}
oraz dwóch zbiorów 1-elementowych { r

2
}, {100+r

2
}. Jeśli teraz r

2
= ni dla pewnego i, to

kwota w wysokości r MATÓW może być wyp lacona przy użyciu dwóch monet o nominale
ni MATÓW. W przeciwnym razie, rozumujemy podobnie jak powyżej, rozmieszczaj ↪ac 50
różnych liczb w 49 zbiorach.
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