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1. W czworokacie ABC'D boki AB i CD sa réwnolegle oraz wiadomo, ze
AB=AC=AD=a i BC=0.

Wyznaczy¢ dlugos¢ przekatnej BD.

Rozwigzanie

Sposob 1. Rozwazmy okrag o promieniu dtugosci a,
ktorego srodkiem jest wierzchotek A czworokata.
Zgodnie z zalozeniami punkty B, C'i D naleza do
tego okregu. Niech E oznacza punkt symetryczny
do B wrzgledem srodka okregu. Czworokat
EBCD jest trapezem réwnoramiennym (jako
trapez wpisany w okrag), a wiec ED = BC =
b. Kat ZEDB jest prosty, jako kat oparty na

srednicy okregu. Stosujac twierdzenie Pitagorasa
do tréjkata E DB otrzymujemy

BD? = BE? — ED? = 4a* — 1,
czyli BD = v/4a? — b?.
Sposob 2. Przyjmijmy, ze ZBAC = a. Wtedy LADC = ZACD = /ZBAC = « oraz

/ZBAD = a+ (180° — 2a) = 180° — . Rozpatrujac tréjkaty rownoramienne BAC oraz BAD
otrzymujemy (stosujac fakt pomocniczy z rozwiazania zadania przygotowawczego nr 34):

b? = 2a*(1 — cosa) oraz BD? = 2a*(1 — cos(180° — a)) = 2a*(1 + cos ).

7 pierwszej zaleznoéci obliczamy 2a% cosa = 2a? — b2. Tak wiec BD? = 2a? + 2a% — b* =

4a® — b2, czyli BD = v/4a? — 2.

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite m dla ktérych liczba m* + m? — 2 jest podzielna
przez 9.

Rozwiqzanie

Zauwazmy, ze
() miemP-2=m*-1D(m*+2)=m*—-1D[(m*—1)+3] = (m* - 1)*+3(m* - 1).
Zapiszmy liczbe m w postaci m = 3k + r, gdzie r € {0,1,2}. Jedlir =0, to m* + m? —2 =
81k* + 9k% — 2, czyli rozwazana liczba nie jest podzielna przez 9. Jesli zaé r = 1 lub r = 2,
to m? — 1 dzieli sie przez 3. Z () wynika, ze wéwczas liczba m* + m? — 2 jest podzielna

przez 9. Ostateczne mozna powiedzieé¢, ze liczba m* +m? — 2 jest podzielna przez 9 wtedy i
tylko wtedy, gdy m nie jest podzielna przez 3.
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3. Niech a, b beda liczbami dodatnimi. Wykazad, ze nieréwnos¢

azr + by < [ax? + by?
2 - 2

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych z,y wtedy i tylko wtedy, gdy a + b < 2.

Rozwiqzanie

Sposdb 1.
(=) Zalézmy, ze nier6wnosé

azr + by < [ax? + by?
2 - 2

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych z,y. W szczegdlnosci dla © = y = 1 mamy
“T“’ < “T*b Stad wynika, ze “T“’ <1,czylia+b<2
(<) Zalézmy teraz, ze a + b < 2 oraz niech z,y € R. Zauwazmy, ze
2 (az® + by*) > (a + b)(az® + by?) =
= a’2® + b*y® + ab(2® + y*) > (az)? + (by)® + 2abry =
= (ax + by)*.

Skorzystaliémy tu ze znanej nieréwnoéci 22 + y? > 2xy. 7Z wykazanej wyzej nieréwnoéci

wynika, ze
azr + by < [ax? + by?
2 - 2 .

Sposdb 2. [Rozwiazanie oparte na pomysle Piotra Wréblewskiego - zwyciezcy Konkursu]
Poniewaz dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

ax + by < alz| + bly|
2 - 2 ’

wiec wystarczy wykazac, ze

(*) nierdwnosé

ar + by 2< ar? + by?
2 - 2
zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych x,y wtedy 1 tylko wtedy, gdy a + b < 2.

Zauwazmy, ze rozwazana nier6wnosé jest rownowazna nastepujacej (po wykonaniu prostych
przeksztalcerl)

a’z® 4 2abxy + b*y* < 2(ax® + by?).
Zal6ézmy, ze przynajmniej jedna z liczb x, y jest rézna od zera. Dzielac obie strony powyzszej
nieréwnoéci przez liczbe dodatnia az? + by? otrzymujemy postaé¢ réwnowazna,
a’x? + 2abzy + b*y?
ax? + by?

< 2.

7 drugiej strony mamy tozsamosc:
a’x® + 2abry + b*y* = a(az® + by?) + b(az® + by®) — ab(x — y)?,
dzieki ktérej ostatnia nierownosé przybiera postac:

(1) abx —y)” _,
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Nieréwnos¢ (1) zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y (sposréd ktérych przyna-
jmniej jedna jest rézna od zera) wtedy i tylko wtedy, gdy a + b < 2. Istotnie, z nieréwnosci
tej dla x = y wynika, ze a + b < 2 i odwrotnie, jesli a + b < 2, to oczywiscie tym bardziej

N2
p_ wl@—y)P

a+
ar? +by?> —
Uwaga. Implikacja (<) wynika réwniez z nieréwnosci Cauchy’ego - Schwarza - Bunia-
kowskiego (por. Zadania przygotowawcze, Dodatek B). Dla n = 2 nieréwnosé ta przybiera
postaé

Ty + Tay2 < (\/5’3% + x%)(\/y% +43)-
Kladac w niej 1 = /a, 2 = Vb, y1 = \ax, y, = Vby otrzymujemy
az + by = Va(vaz) + Vo(Vby) < (Va +b)(v/ax? + by?).

Jesli wiec a + b < 2, to ax + by < /2(az? + by?), a zatem
axr + by < [ax? + by?
2 - 2 ‘

4. Mieszkancy pewnej matematycznej krainy postuguja sie waluta o nazwie MAT. W obiegu
sa banknoty o nominale 100 MATOW oraz monety o pie¢dziesieciu réznych nominatach:
ni,na, ..., nso MATOW, przy czym n; € {1,2,3,...,99} dlai = 1,2,...,50. Wykazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej £ > 100 kwota w wysokosci k MATOW moze by¢ wyptacona
przy pomocy co najwyzej dwoch monet i pewnej ilosci banknotéw 100 MATOWYCH.

Rozwiqzanie
Sposob 1. Niech A = {ny,na,...,ns0}. Dla liczby naturalnej & > 100 rozwazmy liczby
k—nl,k—ng,...,k—n50.

Zauwazmy, ze jesli i # j, to liczby k —n, oraz k —n; daja rézne reszty z dzielenia przez 100.
W przeciwnym razie ich réznica k — n; — (k — n;) = n; — n; bylaby podzielna przez 100.
Jest to jednak niemozliwe, gdyz zgodnie z zalozeniem 0 # |n; — n;| < 100. Mozliwe sa dwie
sytuacje:

1. dla pewnego j = 1,2, ..., 50 reszta z dzielenia przez 100 liczby k — n; nalezy do zbioru A.

2. dla kazdego j = 1,2,...,50, reszta z dzielenia przez 100 liczby k£ —n; nie nalezy do zbioru
A.

W pierwszej sytuacji, dla pewnej liczby 1 < ¢ < 50 réznica k — n; — n; jest podzielna przez
100. W drugiej, reszty z dzielenia przez 100 liczb k —n; (7 = 1,2,...,50) lacznie z liczbami
zbioru A tworza zbiér 100-elementowy. Poniewaz 1 < n; < 99, wiec pewna liczba k — n;
musi by¢ podzielna przez 100. Podsumowujac, istnieje nieujemna liczba calkowita [ oraz
i,j €{1,2,...,50} takie, ze k = 100l + n; + n; (w pierwszym przypadku) lub k = 100/ + n;
(w drugim przypadku). Ostatecznie, kwota w wysokosci k MATOW moze by¢ wyplacona
przy pomocy co najwyzej dwdch monet i [ banknotéow 100 MATOWYCH.

Sposdb 2. [W oparciu o rozwiazanie Piotra Wréblewskiego]

Niech liczby catkowite [, r beda takie, ze k = 1000+, gdzie 0 < r < 100. Jesli » = 0, to kwota
w wysokosci k MATOW moze by¢ wyptacona przy uzyciu [ banknotow 100 MATOWYCH.
Niech wiec, 0 < r < 100. Teraz pozostaje wykazac, ze jedna z kwot r lub 100 + r moze by¢
wyplacona przy uzyciu co najwyzej dwoch monet.



Teza zadania jest jasna, gdy r € {ni,ne,...,ns0}. Zalézmy wiec, ze r & {ny,na, ..., ns0}.
Zauwazmy, ze jesli r jest liczba nieparzysta, to 98-elementowy zbiér {1,2,...,99}\{r} mozna
przestawi¢ w postaci sumy 49 rozlacznych zbioréw 2-elementowych:

r—1r+1
1,r—1}442,7—2},...
R e
ore 99 101
+ +
{r+1,99},{r+2,98},...,{ ; L 5 T}.
Kazda z piec¢dziesieciu réznych liczb nq, no, . . ., nsp jest elementem doktadnie jednego z wyzej

wypisanych zbioréw. Liczb tych jest wiecej niz zbioréw, wiec pewien zbiér musi mieé¢ postac
{ni,n;}. Oznacza to, ze n; +n; = r lub n;, + n; = 100 + r.

Jesli r jest liczba parzysta, to zbiér {1,2,...,99}\ {r} mozna przedstawi¢ w postaci sumy
48 zbioréw 2-elementowych

fLr=1h42r -2 {5 —1,f+1},{r+1,99},{r+2,98},...,{98”, 102”}
2 2 2 2
oraz dwdéch zbioréw 1—elem?ntowych {5}, {9}, Jedli teraz & = n; dla pewnego 4, to
kwota w wysokosci 7 MATOW moze by¢ wyptacona przy uzyciu dwoéch monet o nominale
n; MATOW. W przeciwnym razie, rozumujemy podobnie jak powyzej, rozmieszczajac 50
roznych liczb w 49 zbiorach.
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